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Probability Theory 
تئوری احتمال



آمار و احتمال❑
oاحتمال، شاخه ای است از ریاضیات جهت مطالعه

.  فضای عدم قطعیت

oآمار، رشته ای است بر پایه نظریه احتمالات به
منظور جمع آوری، تجزیه و تحلیل، تفسیر و 

.  ارائه اطلاعات مفید از داده ها

تئوری احتمال
مفاهیم پایه
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تصمیم گیری از کل به جزء: تئوری احتمال❑

تصمیم گیری از جزء به کل: تحلیل آماری❑
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:  (POPULATION)جامعه آماري❑
گروهي از افراد يا اشياء كه در ويژگي يا ويژگي هاي 

.مورد پژوهش مشترك بوده و با هدف و موضوع تحقيق مرتبط باشد

:  (SAMPLE)نمونه❑
.بخشي از جامعه آماري كه مورد مشاهده قرار گرفته است
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(Random Experiment: )آزمایش تصادفی❑
:مثل. آزمایشی که نتایج آن با اطمینان کامل قابل پیش بینی نباشد 

پرتاب یک سکه؛                                                    

افتتاح حساب توسط مشتری بانک؛                                                    

گرفتن تاکسی با استفاده از اپلیکیشن؛                                                    

؛Covid19ابتلای یک فرد به بیماری                                                     
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(Sample Space)فضای نمونه ❑
مجموعه تمام نتایج ممکن یک آزمایش تصادفی 

S={H,T}    پرتاب یک سکه                            
S={قرض الحسنه، جاری، کوتاه مدت، بلند مدت}افتتاح حساب توسط مشتری بانک                    
S={دقیقه 5زمان انتظار تا }       گرفتن تاکسی با استفاده از اپلیکیشن                    
S={بهبودی، فوت}            Covid19ابتلای یک فرد به بیماری                    
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(Event)پیشامد ❑
هریک از زیر مجموعه های فضای نمونه 

             پرتاب یک سکه
افتتاح حساب توسط مشتری بانک

گرفتن تاکسی با استفاده از اپلیکیشن
ابتلای یک فرد به یک بیماری
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A={H}         B={T}       C={H,T}        D={ } 

} {=D  …  {قرض الحسنه، کوتاه مدت}=C  {بلند مدت}=B   {جاری}=A
}{=D  ... { دقیقه 5تا  2بین}=C  { دقیقه 2کمتر از}=B { دقیقه 3بیشتر از}=A

D={}  ...{بهبودی، فوت}=C  {بهبودی}=B  {فوت}=A

تئوری احتمال
مفاهیم پایه



(Probability)احتمال ❑
.شاخه ای از ریاضیات است که به صورت عددی باورپذیری رخداد یک پیشامد را بیان می کند

پرتاب یک سکه   
افتتاح حساب توسط مشتری    

گرفتن تاکسی با استفاده از اپلیکیشن
Covid19ابتلای یک فرد به یک بیماری    
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P(A)=P{H}=1/2         B={T}       C={H,T}        D={ } 

P(D)=P({})=0 …  {قرض الحسنه، کوتاه مدت}=C  {بلند مدت}=B   {جاری}=A
}{=D  ... { دقیقه 5تا  2بین}=C =2/5 { دقیقه 2کمتر از}P=P(B) { دقیقه 3بیشتر از}=A

D={}  ...=1   {بهبودی، فوت}P(C)=P {بهبودی}=B  {فوت}=A

تئوری احتمال
مفاهیم پایه



(Probability)احتمال ❑
.شاخه ای از ریاضیات است که به صورت عددی باورپذیری رخداد یک پیشامد را بیان می کند
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احتمال در زندگی روزمره❑
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انواع تعابیر احتمال❑

oبه طریق شخصی
.فرداطلاعات و دانسته های قبلی بر پایه قضاوت و داوری بر اساس  

oبه طریق کلاسیک
.پیشامدهای سادههم شانس بودن بر پایه مفهوم  

oبه طریق فراوانی نسبی
.شرایط یکسانآزمایش تحت تکرارهای زیاد رخداد پیشامده های مورد نظر، در تقریبی از فراوانی نسبی بر پایه  
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Vennاحتمال در نمودار ❑
:توسعه روابط احتمالی بر اساس نظریه مجموعه ها

oمکمل
oاجتماع
oاشتراک
oناسازگار
oاستقلال
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Vennاحتمال در نمودار ❑
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P(AᴜB)=P(A)+P(B)-P(A∩B)

تئوری احتمال
مفاهیم پایه



پیشامد های ناسازگار و قانون جمع احتمال❑
(Mutually Exclusive Events & the Addition Rule)

oپیشامد هایی که امکان وقوع همزمان ندارند، مثل:  
Aیا  Oداشتن گروه خونی

دویدن به جلو و دویدن به عقب در یک زمان

تماشا کردن تلویزیون و نداشتن تلویزیون

oدر این حالت احتمال وقوع یکی از دو پیشامد، برابر مجموع احتمالات آنهاست  :
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تئوری احتمال
مفاهیم پایه

P(A∩B) = 0

Note: No overlap between A and B



پیشامد های مستقل و قانون ضرب احتمال❑
(Independent Events & the Multiplication Rule)
oدو پیشامدی که وقوع یا عدم وقوع یکی از آنها، تاثیری در وقوع یا عدم وقوع دیگری ندارد، مثل:

o مرد بودن و داشتن گروه خونیO

oبا تاکسی به خانه رفتن و آمدن مهمان سرزده

oبارندگی هوا و برنده شدن در لاتاری

oدر این حالت احتمال توام دو پیشامد، برابر حاصل ضرب احتمالات آنهاست  :

21

زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
مفاهیم پایه



وابسته/ مستقل / پیشامد های ناسازگار ❑

22

زهرا ذوالقدر: تولید محتوا
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(Conditional Probability)احتمال شرطی❑
.تاثیر می گذارد Aدر محاسبه احتمال پیشامد  Bدر بسیاری از پدیده های تصادفی، اغلب آگاهی از رخداد پیشامد 
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(Conditional Probability)احتمال شرطی❑
.تاثیر می گذارد Aدر محاسبه احتمال پیشامد  Bدر بسیاری از پدیده های تصادفی، اغلب آگاهی از رخداد پیشامد 
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(Law of total probability)قانون احتمال کل ❑
P(B)=P(B ∩A1)+ P(B ∩A2)+ P(B ∩A3)+ P(B ∩A4)+ P(B ∩A5) + P(B ∩A6)

= P(B |A1) P(A1) + P(B |A2) P(A2)+ P(B |A3) P(A3)+ P(B |A4) P(A4)+ P(B |A5) P(A5)+ P(B |A6) P(A6) 

=σ𝑖 P)B |Ai( P)Ai(
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bayes)قضیه بیز ❑ theorem)
روشی برای دسته بندی پدیده ها بر اساس: ایده

.یک پدیدهعدم وقوع یا  وقوعاحتمال 

26

زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
مفاهیم پایه



(bayes theorem)قضیه بیز ❑

بسط قضیه بیز بر اساس قانون احتمال کل
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(bayes theorem)قضیه بیز ❑

:  مثال
ر وجود با فرض اینکه همه بیماران مبتلا به سرطان پانکراس دارای نشانه ها و علائم خاصی باشند، این موضوع دلیلی قطعی ب

.  سرطان در افرادی که دارای آن نشانه های خاص باشند نیست
نشانه ها و علائم دارای  و سالم هستند، افراد 10/100000باشد و میدانیم  1/100000فرض کنید احتمال بروز سرطان پانکراس 

.خاص این بیماری نیز می باشند
؟استچه میزانی علائم باشد پانکراس به شرط اینکه دارای سرطان مبتلا بودن یک فرد به با این شرایط احتمال 
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(bayes theorem)قضیه بیز ❑

:  ادامه مثال
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متغیر تصادفی❑
:مثل.روی فضای نمونه استتابع حقیقی یک 

تعداد شیرها در پرتاب ده سکه 
رتبه اولین کلیک در نتایج صفحه اول گوگل

30

زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
متغیر تصادفی



:متغیر تصادفی گسسته❑
.ست، یک مجموعه متناهی یا نامتناهی شمارش پذیر از اعداد حقیقی ا(کلیه مقادیر امکانپذیر)برد یک متغیر تصادفی گسسته 

.گویندتابع احتمال یا بطور خلاصه تابع جرم احتمال به فرم بسته ای که مقدار احتمال هر پیشامد را نشان می دهد 

:حالت ساده پرتاب یک سکه: مثال 
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. یک سکه سالم را دوبار پرت می کنیم: مثال
:  فضای نمونه

S={HH,TT,HT,TH} 
:Xمتغیر تصادفی تعداد شیرها

P(X=0)=P({TT})=1

4
P(X=2)=P({HH})=1

4
P(X=1)=P({HT,TH})=1

2

تابع احتمال        f(x)=

1

4
𝑖𝑓 𝑥 = 0

1

2
𝑖𝑓 𝑥 = 1

1

4
𝑖𝑓 𝑥 = 2
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:متغیر تصادفی پیوسته❑
 .، یک مجموعه نامتناهی ناشمارا از اعداد حقیقی است(کلیه مقادیر امکانپذیر)برد یک متغیر تصادفی پیوسته 

.گویندتابع چگالی به فرم بسته ای که چگالی احتمال هر پیشامد را نشان می دهد 

.انتخاب می کنیم rو شعاع  Oیک نقطه به تصادف از دایره ای به مرکز : مثال     
X : متغیر تصادفی طول نقطه انتخابی از مرکز دایره

f(x)=2𝑥

𝑟2 0≤ 𝑥 ≤ 𝑟
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جمع بندی❑
oمتغیر های تصادفی یک تابع حقیقی هستند.

oمتغیر های تصادفی، احتمال نیستند.

o ی شوندمتغیر های تصادفی به دو دسته گسسته و پیوسته تقسیم م( فضای امکانپذیر)بسته به برد.

oاحتمال و تابع  به فرم بسته مقدار یا چگالی احتمال متغیرهای تصادفی گسسته و پیوسته به ترتیب تابع جرم
.  چگالی می گویند
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oشناخته ندارداستا احتمالی های توزیع به که کنند می پیروی خاصی چگالی تابع یا احتمال تابع از تصادفی متغیرهای از برخی 
.شوند می

oحل در تصادفی متغیر رفتار از دقیق و درست درک به منجر ها، توزیع این احتمالی مدل ساختار از درست درک و شناخت 
.شد خواهد مسائل
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تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



توزیع برنولی❑
دارای توزیع      Xنمایانگر تعداد پیروزی ها باشد،  Xاست، اگر ( شکست یا پیروزی)آزمایشی داریم که دارای دو برآمد 

.است( احتمال پیروزی) pپارامتر برنولی با 

:تابع احتمال

𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑝𝑥(1 − 𝑝)1−𝑥
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توزیع دو جمله ای ❑
دارای توزیع  Xنمایانگر تعداد پیروزی ها باشد،  Xبار تکرار کنیم و nرا ( شکست یا پیروزی)اگر یک آزمایش با دو برآمد 

.است( احتمال پیروزی) pو  nپارامترهای دو جمله ای با 

:تابع احتمال

𝑃 𝑋 = 𝑥 =
𝑛
𝑥

𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥

o توزیع دوجمله ای از حاصل جمعn در واقع توزیع برنولی حالت خاصی از توزیع دو جمله ای . توزیع برنولی به دست می آید
.برابر با یک باشد nمحسوب می شود که در آن 
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توزیع دو جمله ای❑

سه توزیع دوجمله ای با تعداد: مثال
آزمایش های متفاوت
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توزیع نرمال❑
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توزیع نرمال❑

توزیع قد افراد در زنان و مردان: مثال
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توزیع نرمال❑

:تابع چگالی
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توزیع نرمال❑

:تابع چگالی
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توزیع نرمال❑

محاسبه چندک و احتمال تجمعی
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توزیع نرمال❑

استانداردنحوه استفاده از جدول توزیع نرمال
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توزیع نرمال❑

.تبدیل خطی توزیع را حفظ می کند
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توزیع نرمال❑
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 tتوزیع❑
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tتوزیع ❑

:تابع چگالی
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tتوزیع ❑
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tتوزیع ❑

tنحوه استفاده از جدول توزیع 
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



دو -توزیع کای❑

:تابع چگالی
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



دو -توزیع کای❑

دو-نحوه استفاده از جدول توزیع کای
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



Fتوزیع ❑

:تابع چگالی
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



Fتوزیع ❑
 

Fنحوه استفاده از جدول توزیع 
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



توزیع یکنواخت❑
.توزیعی که چگالی احتمال در همه نقاط یکسان است

                                          f(x)= 1

𝑏−𝑎
a<x<b  f(x)=1

𝑛
   for n events              
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



توزیع پوآسن❑
:تابع چگالی

f(x)=𝜆𝑥𝑒−𝜆

𝑥!

E(x)=𝜆

  
oشمارش رخداد اتفاقات نادر در زمان و مکان مشخص
oارتباط با توزیع دو جمله ای
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



توزیع نمایی❑
:تابع چگالی

f(x)=𝜆𝑥𝑒−𝜆𝑥

E(x)=1

𝜆

  
oزمان تا رخداد اتفاق خاص
oخاصیت عدم حافظه
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



ارتباط توزیع نمایی و پوآسن❑
oتوزیع نمایی

f(x)=λ𝑒−λ𝑥

E(x)=1

λ
 

o  توزیع پوآسن

f(x)=𝜆𝑥𝑒−𝜆

𝑥!

E(x)=𝜆
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Cumulative Distribution Function)تابع توزیع تجمعی ❑

F(x)=P(X≤ 𝑥)
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(The Central Limit Theorem)قضیه حد مرکزی ❑
یم هر توزیعی داشته باشد، در صورتی که نمونه های به اندازه کافی بزرگ از این توزیع استخراج کن Xمتغیر تصادفی 
.نرمال خواهد بود ത𝑋توزیع تقریبی 

60

زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Expected Value)امید ریاضی ❑

oیک قمارباز ممکن است علاقه مند به دانستن متوسط برد خود در هر بازی باشد.

oصاحب یک کسب و کار مایل است متوسط سود روی محصول یا خدمات خود را بداند.

oخریداران باید بین کالای حراجی یا کالای تضمینی انتخاب کنند.
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Expected Value)امید ریاضی ❑
oیک قمارباز ممکن است علاقه مند به دانستن متوسط برد خود در هر بازی باشد.

:بازی زیر به شما پیشنهاد می شود: سوال
 پرداخت تومان هزار 200 باید و بود خواهد برنده دهنده پیشنهاد بود 8 یا 7 ،6 ها خال مجموع اگر .کنید پرتاب را تاس دو

 .کرد خواهید دریافت تومان هزار 100 و بود خواهید برنده شما بود 12 یا 11 ،10 ،9 ،5 ،4 ،3 ،2 ها خال مجموع اگر .کنید
کنید؟ می بازی آیا
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Expected Value)امید ریاضی ❑
  :حل

تاس دو پرتاب :تصادفی آزمایش
 S ={(1،1) (1،2) ... (1،6) ... (6،6)} :نمونه فضای

Τ16
36(-200)+ Τ20

36(100)=- Τ100
3
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

برآمد آزمایش P X
8یا  7، 6مجموع خال ها  ൗ16

36
-200

12یا  2،3،4،5،9،10،11مجموع خال ها  ൗ20
36

100

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Expected Value)امید ریاضی ❑
oصاحب یک کسب و کار مایل است متوسط سود روی محصول یا خدمات خود را بداند.

 سال یک برای ساله 52 مرد اینکه احتمال گر بیمه تجربه اساس بر .کند می عمر بیمه را خود ساله 52 مرد یک :سوال
 بیمه تومانی میلیون 40 بیمه مقابل در شونده بیمه از تومان هزار 208 مبلغ بیمه شرکت .است 0.995 بماند زنده آینده

است؟ چقدر فرد این از بیمه شرکت سود متوسط باشد شرکت سود نمایانگرX اگر .کند می دریافت عمر
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Expected Value)امید ریاضی ❑

      :حل

208000 (0.995)+(-39792000)(0.005)=8000
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

برآمد آزمایش P X
دسال بیمه زنده می مان مرد بیمه شده تا پایان 0.995 208000
اندسال بیمه زنده نمی م مرد بیمه شده تا پایان 0.005 40000000-208000

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Expected Value)امید ریاضی ❑
oخریداران باید بین کالای حراجی یا کالای تضمینی انتخاب کنند.

 .است تومان هزار 40 کالا تضمینی قیمت .معیوب 0.3 احتمال با و است تومان هزار 30 حراجی در کالا یک قیمت :سوال
دهید؟ می ترجیح را کدامیک
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Expected Value)امید ریاضی ❑

:حل
X  :مقدار سود

E(X)=10000(0.7)+(-30000)(0.3)=-2000
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

برآمد آزمایش P X
کالای خریداری شده سالم است 0.7 10000

کالای خریداری شده معیوب است 0.3 30000-

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



(Expected Value)امید ریاضی ❑
o در واقع امید ریاضی میانگین وزنیX با وزن های احتمال است.
oامید ریاضی در سرمایه گذاری، اقتصاد و امور مالی و همچنین تحلیل سناریو کاربردهای زیادی دارد.
oامید ریاضی میانگین جامعه است.
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تئوری احتمال
توزیع های احتمالی



Statistical Analysis
تحلیل آماری



Descriptive Statisticsآمار توصيفي ❑
.آماري هاي شاخص و نمودارها فراواني، جداولنظير هايي روش با نمونه هاي داده سازي خلاصه   

Inferential Statisticsآمار استنباطی ❑
مجموعه اي از روش هاي آماري  كه بر اساس اطلاعات حاصل از نمونه استنباط هايي در باره جامعه آماري به دست 

.مي آيد
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری



مقیاس های اندازه گیری❑

o مقیاس های اسمی(Nominal Scales .)مانند رنگ محصول و گروه خونی

o مقیاس های رتبه ای(Ordinal Scales .) مانند سطح تحصیلات و سطح رضایت

oمقیاس های عددی(Numerical Scales :)سن و فشار خون
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری



شاخص های جدول فراوانی❑
oفراوانی
oفراوانی تجمعی
oفراوانی نسبی
oفراوانی نسبی تجمعی

.رده ای که بیشترین فراوانی را دارد(: نما)شاخص مد 
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کیفی



شاخص های جدول فراوانی❑
oفراوانی
oفراوانی تجمعی
oفراوانی نسبی
oفراوانی نسبی تجمعی

  2: مقدار مد در جدول مقابل: مثال
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کیفی



شاخص های مرکزی❑
حاصل جمع اعداد تقسیم بر تعداد: میانگین

نقطه وسط داده ها: میانه
داده با بیشترین تکرار: نما

1  1  2  3  3  4  5  6  8  38:  مثال
7: میانگین

3: میانه
3: مد
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



شاخص های مرکزی❑

38   6    5   4   3   3   2   1   1 
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

Median Mean

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



چولگی❑
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



کشیدگی❑
 

77

زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



چولگی و کشیدگی❑
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



لزوم استفاده از شاخص پراکندگی در کنار شاخص مرکزی ❑
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



دیگر شاخص های پراکندگی❑

اختلاف کوچکترین و بزرگترین داده: دامنه داده ها
میانگین انحراف داده ها از میانگین: واریانس

جذر واریانس :انحراف معیار
اختلاف چارک اول و سوم داده ها: دامنه میان چارکی
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



دیگر شاخص های پراکندگی❑
اختلاف چارک اول و سوم داده ها: دامنه میان چارکی
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



دیگر شاخص های پراکندگی❑
اختلاف چارک اول و سوم داده ها: دامنه میان چارکی
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



دیگر شاخص های پراکندگی❑
نمودار جعبه ای -اختلاف چارک اول و سوم داده ها: دامنه میان چارکی
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



دیگر شاخص های پراکندگی❑
نمودار جعبه ای -اختلاف چارک اول و سوم داده ها: دامنه میان چارکی
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار توصیفی برای متغیرهای کمی



برآورد نقطه ای❑

برآورد فاصله ای❑

آزمون فرض ❑

85

زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار استنباطی



برآورد نقطه ای❑
هدف به دست آوردن یک مقدار عددی از داده هاست

.که تا حد ممکن به مقدار نامعلوم پارامتر نزدیک باشد 
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار استنباطی



برآورد نقطه ای❑
:ویژگی های برآوردگر

oنااریبی

oکمترین واریانس

oسازگاری
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار استنباطی



برآورد نقطه ای❑
خطای استاندارد: دقت برآورد نقطه ای
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار استنباطی



فاصله اطمینان❑
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار استنباطی



فاصله اطمینان❑
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار استنباطی



آزمون فرض❑
یک ادعا یا یک گزاره در مورد جمعیت یا در مورد پارامتر توزیع جمعیت: فرض آماری
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زهرا ذوالقدر: تولید محتوا

تحلیل آماری
آمار استنباطی
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