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ماشین بردار پشتیبان •
.  معرفی شدVapnikاولین بار برای دسته بندی داده ها توسط •

دسته بندی کننده خطی•

ماشین بردار پشتیبان
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑦𝑒𝑠𝑡 = 𝑓(𝑤𝑥 + 𝑏)



دسته بندی کننده خطی
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

تمام این خطوط، داده های دو کلاس را از هم 
کدام یک بهترین است؟. جدا می کند

داده ها زیر چطور دسته بندی می شوند؟



بهترین دسته بندی کننده ی خطی
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

خطایکم ترینکهمی کنیمانتخابراخطی
باشدداشتهراتعمیم دهی

رزمازرافاصلهبیشترینکهخطی ستخط،بهترین
باشدداشتهکلاسدوداده های

ماشین بردار پشتیبان خطی–دسته بندی کننده خطی بیشینه حاشیه 



ماشین بردار پشتیبان •

ماشین بردار پشتیبان
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑑 𝑥 =
|𝑊𝑥 + 𝑏|

𝑊 2

𝑊∗ = argmax argmin𝑑(𝑥)

argmax argmin𝑑(𝑥)

𝑦𝑛 𝑤𝑇𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 0

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑇𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖



ماشین بردار پشتیبان
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖



تعریف•
.پارامتر بهینه سازی هر مقدار را نمی تواند بپذیرد•

بهینه سازی مقید
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖

𝑥∗ = argmin 𝑓 𝑥

ℎ𝑗 𝑥 = 0, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑘

𝑔𝑖 𝑥 < 0, 𝑖 = 1, 2,… ,𝑚

𝑥∗ = argmin 𝑥1
2 + 𝑥2 − 1 2

−2𝑥1
2 + 𝑥2 = 4

𝑥∗ = argmin 𝑥1
2 + 𝑥2

2

−𝑥1 + 𝑥2 < 4

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑇𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖



بهینه سازی مقید
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖

بهینه سازی 
مقید

قید 
ناتساوی

Gradient 
Projection

Barrier 
method Active set متغیر کمکی

قید تساوی

ضریب 
لاگرانژ



Active setروش •

بهینه سازی مقید
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖

. در نقطه بهینه، گرادیان تابع می تواند بر حسب ترکیب خطی گرادیان هر مجموعه بیان شود

𝛻𝑓 = −෍

𝑖=1

𝑚

𝜆𝑖𝛻𝑔𝑖(𝑥)

𝜆𝑖𝑔𝑖 = 0, 𝜆𝑖 ≥ 0

KKTشرایط 

(نیستالزام)می شودآغازقیودتمامبودناکتیوفرضبامسئلهحل•
.می شوندمحاسبهلاگرانژضرایب•
رستدمجموعهبودناکتیوفرضبود،مثبتلاگرانژضرایبمقادیراگر•

.است



مثال –Active setروش 

10

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖

𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 14𝑥1 − 6𝑥2
𝑔1 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1 + 𝑥2 − 2 ≤ 0

𝑔2 𝑥1, 𝑥2 = 𝑥1 + 2𝑥2 − 3 ≤ 0

𝛻𝑓 =
2𝑥1 − 14
2𝑥2 − 6

, 𝛻𝑔1 =
1
1

, 𝛻𝑔2 =
1
2

ቊ
2𝑥1 + 𝜆1 + 𝜆2 = 14
2𝑥2 + 𝜆1 + 2𝜆2 = 6

اگر هیچ قیدی فعال نباشد: 𝑥1 = 7, 𝑥2 = 3 → ቊ
7 + 3 − 2 = 8 > 0
7 + 6 − 3 = 10 > 0

اگر فقط قید اول فعال باشد: 𝑥1 =
14 − 𝜆1

2
, 𝑥2 =

6 − 𝜆1
2

→
14 − 𝜆1

2
+
6 − 𝜆1
2

− 2 = 0 → 𝜆1 = 8, 𝑥 =
3
−1

اگر فقط قید دوم فعال باشد: 𝑥1 =
14 − 𝜆2

2
, 𝑥2 = 3 − 𝜆2 →

14 − 𝜆1
2

+ 6 − 𝜆1 − 3 = 0 → 𝜆4 = 4, 𝑥 =
5
−1

اگر هر دو قید فعال باشند: 𝑥1 =
14 − 𝜆2 − 𝜆1

2
, 𝑥2 =

6 − 𝜆1 − 2𝜆2
2

, 𝜆1 = 20, 𝜆2 = −8



ماشین بردار پشتیبان خطی
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 1

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2 −෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖 𝑦𝑖 𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏 − 1

𝐽 =
1

2
𝑤𝑇𝑤 −෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖𝑤
𝑇𝑥𝑖 − 𝑏෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖 +෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖

𝑤 =෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖 ,෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0 𝐽 =෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖 −
1

2
෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑎𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗𝑥𝑖
𝑇𝑥𝑗

෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0, 𝛼𝑖 > 0𝑏 =
1

𝑁𝑠
(Σ𝑦𝑛 −෍𝛼𝑚𝑦𝑚𝑥𝑖

𝑇𝑥𝑗)



فرض اصلی تئوری مطرح شده•
.  تا کنون فرض بر این بود داده ها توسط یک خط جدا می شوند•

ماشین بردار پشتیبان خطی
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖



ماشین بردار پشتیبان غیرخطی•
.  داده ها را به یک فضا با بعد بالا نگاشت می دهیم به امید آنکه تفکیک پذیری خطی حاصل شود•

ماشین بردار پشتیبان
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖

𝑧 = 𝜙(𝑥)



نگاشت داده ها به بعد بالاتر به امید حصول تفکیک پذیری خطی–ایده کلی •

غیرخطیماشین بردار پشتیبان
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖



غیرخطیماشین بردار پشتیبان
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝜙(𝑥𝑛) + 𝑏 ≥ 1

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2 −෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖 𝑦𝑖 𝑤
𝑇𝜙(𝑥𝑖) + 𝑏 − 1

𝐽 =
1

2
𝑤𝑇𝑤 −෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖𝑤
𝑇𝜙(𝑥𝑖) − 𝑏෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖 +෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖

𝑤 =෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖𝜙(𝑥𝑖),෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0 𝐽 =෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖 −
1

2
෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑎𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗𝜙 𝑥𝑖
𝑇𝜙(𝑥𝑗)

෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0, 𝛼𝑖 > 0

𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)

𝑏 =
1

𝑁𝑠
(Σ𝑦𝑛 −෍𝛼𝑚𝑦𝑚𝜙 𝑥𝑖

𝑇𝜙(𝑥𝑗))



آیا تابع کرنل می تواند هر تابع دلخواهی باشد؟•
.کرنل یک تابع پیوسته و متقارن است•
:  در فضای اقلیدسی، یک کرنل به صورت زیر تعریف می شود•

Mercerشرط •

Mercerشرایط 
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝐾 𝑥, 𝑥′ =෍

𝑖=1

∞

𝜆𝑖𝜙𝑖 𝑥
𝑇𝜙𝑖(𝑥

′)

න
𝑎

𝑏

න
𝑎

𝑏

𝐾 𝑥, 𝑥′ 𝜓 𝑥 𝜓 𝑥′ 𝑑𝑥𝑑𝑥′ ≥ 0 , න
𝑎

𝑏

𝜓2 𝑥 𝑑𝑥 ≤ ∞



XORمسئله •

ماشین بردار پشتیبان
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑥1 = −1,−1 , 𝑥4 = [1, 1]

𝑥2 = −1, 1 , 𝑥3 = [1,−1]

1کلاس 
2کلاس  𝐾 𝑥, 𝑥′ = 𝑥𝑇𝑥′ + 1 2

𝜙 𝑥 = [1 √2𝑥1 √2𝑥2 √2𝑥1𝑥2 𝑥1
2 𝑥2

2]

𝛼∗ = argmin𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 −
1

2
෍

𝑖=1

4

෍

𝑗=1

4

𝛼𝑖𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 =
1

8

𝑔 𝑥 = 𝑥1𝑥2



کلاس های جدایی ناپذیر خطی•

ماشین بردار پشتیبان
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖

argmin𝐶෍

𝑖=1

𝑁

𝜖𝑖 +
1

2
𝑤𝑇𝑤

𝑦𝑛 𝑤𝑇𝜙 𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 1 − 𝜖𝑛

کران بالای کلاس های گمشده

𝜖𝑛 ≥ 0

𝐽 =෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖 −
1

2
෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑎𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗𝜙 𝑥𝑖
𝑇𝜙(𝑥𝑗)

෍

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0, 0 ≤ 𝛼𝑖 ≤ 𝐶



مدل رگرسیون خطی •

نمسئله رگرسیو –ماشین بردار پشتیبان 
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊 2

𝑦𝑛 𝑤𝑥𝑛 + 𝑏 ≥ 𝜖

𝑦 = 𝑤𝑇𝑥 + 𝑤0 → 𝑊∗ = argmin 𝑦 − ො𝑦 2 + 𝜆𝑊𝑇𝑊

𝑊∗ = argmin
1

2
𝑊𝑇𝑊 +𝐶෍

𝑖=1

𝑛

(𝜖𝑖1 + 𝜖𝑖2)

𝑦 − ො𝑦 ≤ 𝜖1 + 𝜖

ො𝑦 − 𝑦 ≤ 𝜖2 + 𝜖

𝜖1, 𝜖2 ≥ 0


