
Classification

مدل‌های‌خطی



تابع جداساز خطی•
داده های مربوط به دو کلاس توسط یک سطح تصمیم خطی جدا می شوند•

:برای هر نمونه عمل مقایسه کردن را به صورت زیر تعریف می کنیم•

روش‌های‌تحلیل‌تابع‌جداساز‌خطی

2

𝑦 𝑥 = 𝑤1𝑥1 +𝑤2𝑥2 + 𝑤0 → ቊ
𝑦 𝑥 > 0 → 𝐶1
𝑦 𝑥 < 0 → 𝐶2

𝑦 𝑥 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑤1𝑥1 +𝑤2𝑥2 + 𝑤0)

𝑦 𝑥 = 0 Decision surface

Nonlinear function

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



خطیتابع جداساز •

روش‌های‌تحلیل‌تابع‌جداساز‌خطی
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𝑦 𝑥 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑊𝑇𝑥 + 𝑤0)

𝑦 𝑥 = 𝑓(𝑊𝑇𝑥 + 𝑤0) Generalized linear model

هر مقدار خروجی، یک مقدار گسسته و یا یک بردار احتمال را نشان 
می دهد

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



الگوریتم پرسپترون•
فرضیات مسئله •

.  داده های تفکیک پذیر خطی هستند•
تابع هزینه •

(چرا؟)آیا خطای دسته بندی تابع هزینه مناسبی است؟ •

آموزش‌پارامترهای‌مدل‌
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𝑦 𝑥 = 𝑊𝑇𝑥 + 𝑤0 𝑡𝑛𝑦 𝑥𝑛 ≥ 0ቊ
𝑦 𝑥𝑛 ≥ 0 → 𝑡𝑛 = 1

𝑦 𝑥𝑛 < 0 → 𝑡𝑛 = −1 وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



:  آموزش پارامترهای مدل•

:  گرادیان نزولی•

الگوریتم‌پرسپترون
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ربنقاطاینتصویرتامی کندتغییرگونه ایبهوزنبردار،2کلاسداده هایبرای•
باشدمنفی ترتصمیمسطحروی

ربنقاطاینتصویرتامی کندتغییرگونه ایبهوزنبردار،1کلاسداده هایبرای•
باشدمثبت ترتصمیمسطحروی

𝑊∗ = argmax෍

𝑛=1

𝑁

)𝑡𝑛𝑦(𝑥𝑛 → 𝑊∗ = −argmin ෍

𝑥𝑛∈𝑀

)𝑡𝑛𝑦(𝑥𝑛 , 𝑦 𝑥𝑛 = 𝑊𝑇𝑥𝑛

𝑊+ = 𝑊− + 𝜂 ෍

𝑥𝑛∈𝑀

𝑥𝑛𝑡𝑛 وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



الگوریتم‌پرسپترون‌
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مقدار اولیه وزن ها•
ترتیب داده ها•
نرخ یادگیری  •

تروچککهزینهتابعلیپشتیزثابتازبایدیادگیرینرخ•
.شودتضمینهمگراییتاباشد

نرخوباشندخطیپذیرتفکیکهادادهکهصورتیدر•
مگراهقطعاالگوریتمباشد،شدهانتخابمناسبیادگیری

شدخواهد

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



الگوریتم‌پرسپترون‌
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مقدار اولیه وزن ها•
ترتیب داده ها•
نرخ یادگیری  •

!ی شودمحاصلمتفاوتیتصمیم گیریسطوحاولیه،وزن دهیتغییربا:مشکل•
کمتریدهیتعمیمخطایکهاستسطحیگیری،تصمیمبهینهسطح•

باشدداشته
وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



الگوریتم‌پرسپترون‌
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تفکیک‌پذیری‌خطی•
آیا تفاوت بین تفکیک ناپذیر بودن خطی و سرعت پایین همگرایی قابل بررسی است؟•

ه از الگوریتم اگر نرخ یادگیری مناسب باشد، یک روش عملیاتی بررسی تفکیک پذیر خطی بودن دو کلاس استفاد•
(چگونه؟).پرسپترون است

.دو کلاس باید بزرگ باشدFDRبه لحاظ تئوری، معیار •
•Convex hullمتناظر با دو کلاس دارای تلاقی نباشند  .

دو‌کلاس‌جدایی‌ناپذیر‌خطی‌•
•Pocket algorithm

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



مسئله‌چند‌کلاسه
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سطح‌تصمیم‌•
(چرا؟! خیر)مقایسه شود، آیا می توان سطح تصمیم بهینه ای بدست آورد؟ 0اگر نگاشت هر نقطه بر روی سطح تصمیم با •

نسبت به تک تک تفکیک یک کلاس نسبت به بقیه کلاس ها، تفکیک یک کلاس)دو رویکرد کلی برای تفکیک چند کلاس وجود دارد •

(کلاس ها

One versus the one

One versus the rest

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



مسئله‌چند‌کلاسه
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راه حل•
برای هر کلاس یک تابع جداساز باید تعریف شود•

𝑦𝑘 𝑥 = 𝑊𝑘
𝑇𝑥, 𝑘 = 1, 2,… ,𝑀

𝑦𝑖 𝑥 > 𝑦𝑗(𝑥) 𝒊کلاس 

𝑦𝑖 𝑥 = 𝑦𝑗(𝑥) Decision surface

Convex set

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



چند‌کلاسه-الگوریتم‌پرسپترون‌
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.تعمیم الگوریتم پرسپترون به حالت چند کلاسه مشکل است•

•Kesler’s construction
به صورت همزمان وزن های تابع جداساز باید آموزش ببینند؟•
تحت چه شرایطی مسئله همگرا خواهد شد؟•

ሿ𝐶𝑖 = [0 0 … 1 0

ام-𝒊المان 

بل‌اعمال‌کلیه‌الگوریتم‌های‌بیان‌شده‌بر‌روی‌نگاشتی‌از‌فضای‌ورودی‌نیز‌قا
است

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



الگوریتم‌حداقل‌مربعات‌
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.نیازی به فرضیات مطرح شده برای الگوریتم پرسپترون نیست•
.  بردار خروجی در این حالت به صورت یک کد باینری در نظر گرفته می شود•

ሿ𝑡𝑛 = [0 0 … 1 0

𝑦1 𝑥 = 𝑊1
𝑇𝑥

.

.

.

𝑦𝑛 𝑥 = 𝑊𝑛
𝑇𝑥

𝐶∗ = argmax 𝑦𝑖

𝑌𝑛×𝑘 = 𝑋𝑛×𝑑 ෡𝑊𝑑×𝑘 → 𝐸𝐷 𝑊 =
1

2
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒( 𝑋𝑊 − 𝑇 𝑇(𝑋𝑊 − 𝑇))

ሿ𝑇 = [𝑡1 𝑡2 … 𝑡𝑛−1 𝑡𝑛

𝑊∗ = 𝑋𝑇𝑋 −1𝑋𝑇𝑇𝑊∗ argmin 𝐸𝐷 𝑊

MSE

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



مثال‌–دسته‌بندی‌
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پرسپترون و حداقل مربعات-مثال •

𝑡 = −1

ሿ𝜂 = 0.1,𝑊0 = [0.1, 0.1, 0.1 𝑇

𝑦1 = 𝑊0
𝑇𝑥1 = 0.8 > 0

𝑥1
𝑇

No update 

𝑦5 = 𝑊0
𝑇𝑥5 = −0.4 < 0 → 𝑊1 = 𝑊0 + 0.1

−1
−2
−1

=
0

−0.1
0

No update 

∗ሿ𝑊گام برای الگوریتم176بعد از تکرار = [−3.5, 0.7, 0.3 𝑇

𝑡 = 1

𝑋

.

.

معرف چه کمیتی است؟

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



مثال‌–دسته‌بندی‌
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پرسپترون و حداقل مربعات-مثال •

𝑇 =

1
1
1
1
1
1
1
1

→ 𝑊∗ = 𝑋𝑇𝑋 −1𝑋𝑇𝑇 =
−1.2
0.07
0.2 وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



آنالیز‌خطی‌فیشر
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.  همانطور که گفته شد، دسته بندی بر اساس تصویر داده بر روی سطح تصمیم انجام می پذیرد•

:  راه‌حل
بردار وزن ها طوری محاسبه شوند 

که در فضای جدید، میزان 
.  اشدتفکیک پذیری دو کلاس بالا ب

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



آنالیز‌خطی‌فیشر

16

𝑦 𝑥 = 𝑊𝑇𝑥 → ൝
𝒎1 = 𝑊𝑇𝑚1

𝒎2 = 𝑊𝑇𝑚2

𝒎1 −𝒎𝟐 = 𝑊𝑇(𝑚1−𝑚2)

.استشدهدادهنگاشتکلاسدومیانگینافزایشهدف
تحققمهماینکنیمانتخاببزرگبسیارراوزن هابرداراگر

.می یابد

آیا‌این‌رویکرد‌درست‌است؟‌چرا؟

𝑊∗ = argmax𝑊𝑇 𝑚1 −𝑚2 , 𝑠. 𝑡 𝑊 < 1

Constrained optimization
وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



آنالیز‌خطی‌فیشر
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مناسبن هایوزیافتنقابلیتشدهمعرفیمعیارنتیجهدر.نیستشعاعیصورتبهداده هاپراکندگیمواردازبسیاریدر•
.داشتنخواهدرا

𝐽 𝑊 =
𝒎𝟏 −𝒎𝟐

2

𝑺𝒘1
2 + 𝑺𝒘2

2
→ 𝑊∗ = argmax 𝐽(𝑊)

𝑆𝐵 = 𝒎𝟏 −𝒎𝟐 𝒎𝟏 −𝒎𝟐
𝑇

𝑆𝑊 = ෍

𝑥𝑘∈𝐶1

𝑥𝑘 −𝑚𝑘 𝑥𝑘 −𝑚𝑘 + ෍

𝑥𝑘∈𝐶2

𝑥𝑘 −𝑚𝑘 𝑥𝑘 −𝑚𝑘

𝐽 𝑊 =
𝑊𝑇𝑆𝐵𝑊

𝑊𝑇𝑆𝑊𝑊

)𝑊∗ ∝ 𝑆𝑊
−1(𝑚1 −𝑚2

Fisher discriminant analysis (FDA) 

Fisherایده 

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



مثال‌–آنالیز‌خطی‌فیشر
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آنالیز خطی فیشر•

ሿ𝐶1 = [ 1, 2 , 2, 3 , 3, 3 , 4, 5 , (5, 5)

ሿ𝐶2 = [ 1, 0 , 2, 1 , 3, 1 , 3, 2 , 5, 3 , (6, 5)

ሿ𝜇1 = 3, 3.6 , 𝜇2 = [3.3, 2

𝑆1 = 4Σ𝑐1 =
10 8
8 7.2

, 𝑆2 = 5Σ𝑐2 =
17.3 16
16 16

𝑆𝑤 =
27.3 24
24 23.2

)𝑊∗ = 𝑆𝑤
−1(𝜇1 − 𝜇2 =

−0.79
0.89

:حل

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



چندکلاسه‌–آنالیز‌خطی‌فیشر
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به مسئله چند کلاسه FDAتعمیم ➢
𝑆𝑊 =෍

𝑘

𝑆𝑊𝑘
, 𝑆𝑤𝑘

= ෍

𝑥𝑛∈𝐶𝑘

𝑥𝑛 −𝑚𝑘 𝑥𝑛 −𝑚𝑘
𝑇

𝑆𝐵 =෍

𝑘

𝑚𝑘 −𝑚)(𝑚𝑘 −𝑚

میانگین کل داده های
آموزش

𝐽 𝑊 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝑊𝑇𝑆𝑤𝑊
−1 𝑊𝑇𝑆𝐵𝑊

𝑊∗ ∈ eigenvectors(Sw
−1SB)

𝑘شامل𝑊بردارباشد،موجودکلاس𝐾اگر − بردار1
𝑆𝑊ماتریسویژه

−1𝑆𝐵(چرا؟)بودخواهد.
راورودیفضایازنگاشتیFDAروشبنابراین
باربرابجدیدفضایبُعدحداکثرکهمی دهدبدست
𝑘 − .بودخواهد1

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا


