
یادآوری مفاهیم پایه



ابزارهای مورد نیاز برای توسعه یک مدل یادگیر•
جبرخطی•
تئوری احتمالات و فرآیندهای تصادفی •
تئوری بهینه سازی•

مقدمه
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



جبرخطی
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متغیرهای ریاضی

تنسور  ماتریس بردار اسکالر

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



جبرخطی

4

بردارها

شباهت سنجی

زاویه بین دو 
بردار نرم 

استقلال خطی

پایه های یک 
فضای برداری

ترکیب خطی 
بردارها

مفاهیم پایه

فضای برداری

زیرفضای 
برداری

عملیات جبری 
ساده بین 

بردارها
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جبرخطی
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ماتریس ها

مسئله 
رگرسیون 

خطی 

تجزیه 
ماتریس

تجزیه به 
مقادیر تکین 

تجزیه به 
مقادیر ویژه

رتبه ماتریس

تعبیر هندسی برگشت پذیری

نگاشت دستگاه 
معادلات خطی

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



بردارهاخطیترکیب•
(استاسکالریکوزنهر)بردارهاستداروزنجمعبردارها،خطیترکیبازمنظور•

,𝑥1,𝑥2بردارهای• … ,𝑥𝑛یبترکحسببررابتوانفضااینازدلخواهبردارهرهرگاهکنندمیاسپنرابرداریفضای
نوشتبردارهااینخطی
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ترکیب خطی بردارها

𝑦 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥𝑛
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وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



خطیاستقلال•
,𝑥1,𝑥2بردارهایمجموعه– … ,𝑥𝑛هرگاههستندخطیاستقلالدارای:

برداریفضاییکهایپایه•
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پایه های فضای برداری

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 = 0 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑛 = 0
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بردارهای پایه فضای سه بعدی
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بردارهای پایه فضای دو بعدی



داخلیضرب•
Cosineشودمیتعریفبرداردوبینزاویهاساسبرمعیار،ایناساسبربرداردوشباهت• similarity
میدهاستفاطبیعیزبانپردازشزمینهدرمتنیرشتهدوبینشباهتمیزانسنجشدرمعیارایناز•

شود

8

ضرب داخلی 

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑥𝑇𝑦 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑦𝑖

cos 𝜃 =
𝑎. 𝑏

𝑎 𝑏
𝑥𝑇𝑥 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
2



:دادمی توانزیرشکلبهرابرداردوبینفاصلهمفهوم•

بندیخوشهاصلیمسئله•
اشیابالهفاصبیشترینوخودبافاصلهکمتریندارایدستههراشیاکهنحویبهاشیابندیدسته•

باشدهادستهدیگر

9

نرم

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑑 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 − 𝑦𝑖
𝑝

1
𝑝



𝑝اقلیدسیفاصله• = (2-نرم)2
𝑝منهتنفاصله• = (1-نرم)1
𝑝فاصلهماکزیمم• = (نهایتبی-نرم)∞+
𝑝فاصلهمینیمم• = −∞

10

نرم

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑑 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖
𝑝

1
𝑝

42 + 32 = فاصله اقلیدسی:5

فاصله منهتن: 4 + 3 = 7

(ماکزیمم فاصله)سوپریمم : 4



خطیمعادلاتدستگاه•

شد؟خواهدbهدفبردارتولیدبهمنجرMماتریسهایستونازایخطیترکیبچه•
(نگاشت)مستقیمرویکرد–باشدمشخصپارامتربرداراگر•
(پارامترتخمین)معکوسرویکرد–نباشدمشخصپارامتربرداراگر•
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دستگاه معادلات خطی

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑦 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥𝑛= 𝑥1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛

𝑐1
𝑐2
𝑐3
.
𝑐𝑛

=

𝑦1
𝑦2
𝑦3
.
𝑦𝑛 ماتریس ضرایب(𝑀)

𝑋بردار پارامترها 𝑏بردار هدف 



نگاشتمسئلهساده ترین•
(ستونتصویروماتریسیضربقواعد)ستونیبرداریکدرماتریسضرب–
استbبرداربابرابرAنگاشتتحتXبردارتبدیل–

12

نگاشت

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا
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خطیتبدیل•

است؟برگشت پذیرتبدیلاینشرایطیچهتحت–

13

معکوس پذیری

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

Aماتریس 

Aتبدیل ماتریس واحد تحت نگاشت 

1= حجم مکعب واحد  Aدترمینان ماتریس = حجم مکعب انتقالی 



خطیمعادلاتدستگاه•
خطیجبراصلیمسئله•

ستونبردارهایتصویر:اولروش•
شد؟خواهدهدفبردارتولیدبهمنجرضرایبماتریسستونیبردارهایازخطیترکیبچه•

14

رگرسیون خطی

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑦 = 𝐴𝑋

ቊ
𝑥 − 2𝑦 = 1
3𝑥 + 2𝑦 = 11

1 −2
3 2

𝑥
𝑦 =

1
11

ماتریس ضرایب بردار هدف

𝑥
1
3
+ 𝑦

−2
2

=
1
11



ردیفبردارهایتصویر:دومروش•

15

رگرسیون خطی

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

1 −2
3 2

𝑥
𝑦 =

1
11

ومعادلاتمصورسازی)شدهذکرهایروش
متغیرهاتعدادکهشرایطیدر(حذفیروش

2ازربیشتضرایبماتریسابعاد)باشندبالا
حلراه–نیستندسازیپیادهقابل(باشد

یسازبهینهبرمبتنیهایروشازاستفاده
است



تئوری احتمالات و فرآیندهای تصادفی

16

تئوری احتمالات و فرآیندهای 
تصادفی

فرآیندهای 
تصادفی

مشخصات 
آماری

مومنتم ها  روابط بین 
متغیرها

علت و 
معلول همبستگی استقلال

مدل  
احتمالاتی 

توزیع 
شرطی

توزیع 
حاشیه ای 

توزیع 
توام 

توزیع 
تجمعی

متغیر 
تصادفی

پیوسته

چگالی 
احتمال 

گسسته

جرم 
احتمال

آزمایش 
تصادفی

فضای 
پیشامدها

فضای 
نمونه ای

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



محوردادهپروژهیکحلمسیر

17

تئوری احتمالات

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

جمع آوری 
داده 

اندازه گیری •
برچسب گذاری•

پیش پردازش 
داده

تاتاسنیازپردازشیچهتسک،نوعبهبسته•
توسعهتادهدتغییرطوریرادادهنمایش

بگیرد؟صورتساده ترتصمیممدل

انتخاب مدل
دهداتولیدمکانیزمواقعیتبهاندازهچهتاشدهانتخابمدل•

است؟نزدیک
کمکآتیتصمیم گیری هایدراندازهچهتاشدهانتخابمدل•

می کند؟

ارزیابی مدل



.نیستمشخصقبلازآننتیجهکهآزمایشی•

تصادفیآزمایشیکازممکننتایجتماممجموعه–نمونه ایفضای•
{۶، ۵، ۴، ۳، ۲، ۱}یک تاس شش وجهی، فضای نمونه برابر است با مجموعه برای •
[0،1]مجموعه اعداد حقیقی بین صفر و یک •

مطلوبنتایجتماممجموعه–پیشامدهافضای•

18

آزمایش تصادفی

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

تعیین جنسیت انداختن تاس انداختن سکه



اعدادمجموعهبهنمونه ایفضایازنگاشتی•
.می کنداختیارمختلفاحتمالاتبارامختلفمقدارچندینکهمتغیری•
.استاحتمالاتاینمحاسبهاحتمالاتتئوریدراساسیاصل•

19

متغیر تصادفی

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

فی محاسبه احتمال بسته به نوع متغیر تصاد•
متفاوت است

متغیر تصادفی گسسته•
متغیر تصادفی پیوسته•



.استاحتمالجرماحتمال،ازمنظور•

می شود؟محاسبهچگونهاحتمالجرم•
نسبیبسامد•
داد؟تعمیمپیوستهمتغیرهایبرایرادیدگاههمینمی توانآیا•

20

محاسبه جرم احتمال

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑃 𝑋 = 1 = 0.2
𝑃 𝑋 = 3 = 0.5
𝑃 𝑋 = 7 = 0.3

෍

𝑥

𝑃 𝑋 = 𝑥 = 1
شرط نرمال بودن



تکراربرمبتنیاحتمال•

بیزیناحتمال•

21

تفسیر احتمال

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



تعریف•
:استتعریفقابلزیرصورتبهتجمعیتوزیعتابعXتصادفیمتغیریکبرای•

22

تابع توزیع تجمعی 

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝐹𝑥 𝑥 = 𝑃𝑟 𝑋 < 𝑥

𝐹𝑥 −∞ = 0, 𝐹𝑥 +∞ = 1

𝑥2 ≥ 𝑥1 → 𝐹𝑥 𝑥2 ≥ 𝐹𝑥(𝑥1)

𝑃 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2 = 𝐹𝑥 𝑥2 − 𝐹𝑥(𝑥1)



احتمالچگالیتابع•

تعریف•
پیوستهتجمعیتوزیعتابع–پیوستهتصادفیمتغیر•
گسستهتجمعیتوزیعتابع–گسستهتصادفیمتغیر•
پیوستهتکه ایتجمعیتوزیعتابع–مخلوطتصادفیمتغیر•

23

محاسبه جرم احتمال

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑃 𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2 = 𝐹𝑥 𝑥2 − 𝐹𝑥(𝑥1)

𝑃 𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥 + Δ𝑥 = 𝐹𝑥 𝑥 + Δ𝑥 − 𝐹𝑥(𝑥)

𝑓 𝑥 Δx = 𝐹𝑥 𝑥 + Δ𝑥 − 𝐹𝑥(𝑥)

𝑓 𝑥 =
𝐹𝑥 𝑥 + Δ𝑥 − 𝐹𝑥 𝑥

Δ𝑥
= 𝐹′(𝑥)



:باشددستدرتصادفیمتغیریکازبیشاگر•

حاشیه ایتوزیع•

24

توزیع توام 

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑋 =
𝑥𝑎
𝑥𝑏

, 𝑥𝑎 ∈ 𝑅𝑚1 , 𝑥𝑏 ∈ 𝑅
𝑚2

𝐹𝑥 𝑥𝑎 , 𝑥𝑏 = 𝑃(𝑋𝑎 ≤ 𝑥𝑎 , 𝑋𝑏 ≤ 𝑥𝑏)

𝑃 𝑎1 ≤ 𝑥𝑎 ≤ 𝑏1, 𝑎2 ≤ 𝑥𝑏 ≤ 𝑏2 = න
𝑎1

𝑏1

න
𝑎2

𝑏2

𝑓 𝑥𝑎 , 𝑥𝑏 𝑑𝑥𝑎𝑑𝑥𝑏

𝑓 𝑥𝑎 = න
−∞

+∞

𝑓 𝑥𝑎 , 𝑥𝑏 𝑑𝑥𝑏



تعریف•

25

توزیع شرطی 

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑓 𝐴 𝐵 =
𝑓 𝐴, 𝐵

𝑓 𝐵

𝑓 𝐴, 𝐵 = 𝑓 𝐴 𝐵 𝑓(𝐵)

𝑓 𝐴 = Σ𝑓 𝐴 𝐵 𝑓(𝐵)

(1) (2) (3)

(1): 𝑃 𝐵 𝐴 = 1

(2): 𝑃 𝐵 𝐴 = 𝑃 𝐴 𝐵 = 0

(3): 𝑃 𝐵 𝐴 =
𝑃 𝐴∩𝐵

𝑃(𝐴)
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توزیع شرطی 

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



تعریف•
می دهد؟رخاتفاقیچهنامتناهیتعدادبهتصادفیآزمایشیکتکرارصورتدر•

گشتاورهااهمیت•

27

گشتاورها

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝐸 𝑥 = න
−∞

+∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 گشتاور مرتبه اول

𝐸 𝑥𝑛 = න
−∞

+∞

𝑥𝑛𝑓 𝑥 𝑑𝑥 nگشتاور مرتبه 

𝐸 𝑥𝑛𝑦𝑚 = න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝑥𝑛𝑦𝑚𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 mnگشتاور توام مرتبه 



28

گشتاورها

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



تعریف•
:داردوجودزیرصورتبهمتغیردوبینآماریاستقلالتعریفتنها•

تفسیر•
می دهد؟دستبهمتغیرهاسایرازاطلاعاتیچهمتغیر،یکدربارهاطلاعاتیداشتن•

علیت•
.استمتقارنمفهومیکاستقلال•
.نمی کندعنوانراآماریاستقلالمی شود،بیانزبانیمتغیرهایتوسطکهمتغیردوبینارتباط•

29

استقلال آماری

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑓(𝑦)



تعریف•
دارند؟همباارتباطیچهمتغیر،دوتغییرات•

خطیهمبستگی•

30

همبستگی آماری

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝐸 𝑥𝑦 = න
−∞

+∞

𝑥𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦



31

همبستگی آماری

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



تعریف•
معینمتغیریکوتصادفیمتغیریک–متغیردوازتابعی•

ایستایی•
ارگادیسیته•
نمونه گیری•
تخمینتئوری•

32

فرآیندهای تصادفی

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



تئوری بهینه سازی

33

تئوری 
بهینه سازی

بهینه سازی 
نامقید

مبتنی بر 
جستجو

مبتنی بر 
مشتق 

مشتق مرتبه 
دوم

شبه نیوتن نیوتن

مشتق مرتبه 
اول

گرادیان نزولی

بهینه سازی 
مقید

قیدناتساوی

Active set Barrier 

قید تساوی

ضرایب 
لاگرانژ

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا



بهینه سازیاستانداردمسئله➢
.می شودنوشتهزیرصورتبههموارهاستانداردبهینه سازیمسئلهیک➢

34

مسئله استاندارد بهینه سازی

وحید محمدزاده ایوقی: تولید محتوا

𝑥∗ = argmin𝑓 𝑥

ℎ𝑗 𝑥 = 0, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑘

𝑔𝑖 𝑥 < 0, 𝑖 = 1, 2,… ,𝑚

𝑥∗ = argmax 𝑓 𝑥 = −argmin 𝑓(𝑥)

𝑥∗ = argmin𝐶𝑇𝑥

𝐴𝑗𝑥 = 0, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑘

𝐵𝑖𝑥 − 𝑏 < 0, 𝑖 = 1, 2,… ,𝑚

𝑥∗ = argmin 𝑥𝑇𝐶𝑥

𝐴𝑗𝑥 = 0, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑘

𝐵𝑖𝑥 − 𝑏 < 0, 𝑖 = 1, 2,… ,𝑚

Linear programming Quadratic programming 


